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Zur Interpretation des Paramagnetismus der 
Eisengruppe. 
Von Otto Laporte in Ann Arbor, Michigan. 
]Kit 1 Abbfldung. (Eingegangen am 10. Februar 1928.) 
Die yon A. Sommerfe ld  und dem Verfasser friiher gegebenen Formeln ftir die 
Suszeptibilittit enthalten die Aufspaltungen der Grundterme der Spektren der be- 
treffenden Ionen. In dieser Arbeit werden die Au~spaltungen mittels der relati- 
vistischen Dublettformel bereclmet. Die auf diesem Wege rein spektroskopisch er- 
haltenen ~agaetonenzahlen stimmen in keinem Falle mit den beobachteten iiberein. 
Auch bei den seltenen Erden scheint sich derselbe Effekt bemerkbar zu maehen. 
Verschiedene mSgliche Erkl~rungen dieser Diskrepanz werden diskutiert. 
Vor ungef~hr einem Jahre  zeigten A. S o m m e r f e l d  und der Ver- 
fasser*, dal~ die strenge Gti l t igkei t  des C u r i e s c h e n  Gesetzes Z ~--- C/T 
wesentlich yon der Gruppierung der Niveaus der einzelnen paramagneti-  
schen Molekiile oder Ionen abh~ngt. In  mehreren wlchtigen Arbei ten  
zeigte darauf Yan  V l e c k * * ,  dal~ man yore Standpunkt  der Wel len-  
mechanlk sowohl das L a n g e v i n s c h e  Gesetz fiir den Paramagnetismus 
als auch die analoge D e b y e s e h e  Formel  fur die Molekularrefrakt ion ab- 
leiten kann. Der  Van  V ] e c k s c h e  Beweis, der in weitem Ma6e vom 
Modell unabhangig ist, hat  nut  zur Voraussetzung, daI] in den in Frage  
kommenden, mi t  permanenten magnetischen oder elektrischen Momenten 
begabten individuellen Systemen keine dem Grundterm so nahe benach- 
barren angeregten Zustande vorkommen, die zu Frequenzen Anlag geben, 
welche yon der Grtil]enordnung k T/h sind. 
Da, wie in der oben erw~hnten Arbe i t  gezeigt  wurde, solche nattir- 
liche mit  kT/h vergleichbare Frequenzen in der Tat  in der Eisengruppe 
vorkommen, is t  zur In terpre ta t ion  der dort  gemessenen Magnetonenzahlen 
nicht nur die Kenn~nis der tieferen Terme der betreffenden Ionen not- 
wendJg, sondern aueh die genaue Kenntnis der  Energiedifferenzen zwischen 
den verschiedenen Termen. 
* O. L a p o r t e  und A. Sommerfe ld ,  ZS. f. Phys. 4:0, 333, 1926. 
** J. H. Van Vleck ,  Phys. Rev. 29, 727, 1927. 
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Es sei bier gleich bemerkt, dab dieser die Interpretation der 
Magnetoneukurve der Eisengruppe so sehr ersehwerende Umstand ~iir die 
seltenen Erden nicht (oder nut unwesentlieh; vgl. S. 768) beriieksiehtigt zu 
werden braneht, da die Aufspaltungen wegen der viel hiiheren Kernladung 
bedeutend grS~er als k T / h  geworden sind. Die iiberrasehend gute Uber- 
einstimmung der H u n  d schen * theoretlschen Magnetonenkurve mit den ge- 
messenen Werten tiir die seltenen Erden sehen wit  als deutlichen Beweis 
an, dal] diese auf die Theorie der Serienspektren au~bauende Interpretation 
im Prinzip rlehtig ist. Es ist wiehtig, festzustellen, dal~ sieh in der Tat 
die Quantenzahlen der tieferen Terme der Ionen aueh in Liisung erhalten 
und dab tier Einflu~ der Anionen sowie der Molekiile des LSsungsmittels 
nur gering~iiglg ist. Wir  wtinsehen dies besonders im ttinb]ick auf u  
suehe yon J o o s * *  und yon Bose*** hervorzuheben, welehe die Inter-  
pretation der Magnetonenzahlen auf ganz anderer Basis versuchen. 
Die Ableitung der nStigen Formeln sei in Kiirze gegeben. Wir  
gehen aus yon der Energie eines Atoms oder Ions im Magnet[eldi 
sj,,n ~ m g  (j, 7, s) ~tBH ~ (1) 
w o m  die magnetische Quantenzahl, g den Land6sehen  Aufspaltungs- 
faktor, 9B das Bohrsehe  Magneton und H die Fe]dst~rke bedeutet. Die 
Energiedifferenz zwischen den einzelnen dureh j untersehiedenen Niveaus 
eines Termmultip]etts sei 
ej ~-- h c z f v j ,  (2) 
wo z/vj  den Abstand yore tiefsten Niveau des Terms bedeutet. Dann 
wird die mittlere magnetische Energie, d.h.  das Produkt  yon Magnet~- 
slerung M und Feldsti~rke H yon h T lonen:  
? ,m+?  
M H % H ~ " ~  " ~  ~j, m e k T 
~ - -  ~ - -  ~j,m+v (3) 
* F. Hund, ZS. f. Phys. 33, 855, 1925. 
** G. Joos,  Ann. d. Phys. 81, 1076, 1926. 
*** D. 31. Bose, ZS. f. Phys. 4:3, 864, 1927. Dieser Verfasser sieht als Haupt- 
vorteil seiner Theorie die Erkliirung des yon der Art des Metalls unabh~ingigen 
Einstein-de Haas-Effekts an. Dieser scheint ]edoeh eher dadurch zustande zu kommen, 
dal] das Verh~ltnis der magnetisehen und mechanischen Momente der freien 
Leitungselektronen, nieht der 5[etallatome gemessen wird. 
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Durch Entwickeln  der e-Funktion nach Potenzen yon H erhal t  man in 
erster  Naherung:  
hc ztvj 
~ ]  J (J + 1)g .~ ~ . .  ~ 3" ( 2 j  § 1) e ~T 
Z ~ 3 k T '  ~o,. ~ ~t~ hcAvj , (4) 
"~A" (2 j  § 1) e kW 
was mit  der 1. c. gegebenen Formel  fibereinstimmt*. 
Wegen des Auitretens der , dv j  w~re im Prinzip also zur Berechnung 
der Magnetonenzah!en in der Eisengruppe eine genaue Kenntnis  der 
Spektren tier zwei- und dreifaeh ionisierten Atome nStig. Die H u n d s c h e  
Theorie der Spektren gibt  in der Tat  eine genaue u  fiber dan 
C h a r a k t e r  des tiefsten Terms, d. h. fiber die Quantenzahlen 7, s, j .  Die 
Bereehnung der A u f s p a l t u n g e n  ,dv j  wurde dagegen (1. e.) dutch 
Durehreehnung der zwei Grenzfalle h c , d v j  ~ k T  und h c , d v j  ~ k T  
umgangen. Auf diese Weise ergaben sieh Zwei Magnetonenkurven fiir 
sehr hohe und sehr niedrige Temperaturen. Bis auf zwei lagen in der 
Tat  nile beobaehteten Magnetonenwerte zwisehen diesen beiden Kurven. 
Die in le tz ter  Zeit  erzielten grol3en For tschr i t te  in der Entwi r rung  
hiiherer Ftmkenspektren haben nun gezeigt, dab die S o m m e r f e l d  sehe 
relat ivist isehe Dublet t formel  
A v (Z - -  ~)4 (5) 
R n a l ( l + l )  
die Aufspaltungen homologer Terme in Funkenspektren gleicher Elek-  
tronenzahl gut  wiederzugeben vermag. Dadureh wird es ~etzt mSglieh, 
die in (4) vorkommenden ,dvj  fiir die hSheren Funkenspektren aus denen 
der weniger ionisierten Spektren zu berechnen trod einen genauen Vergleieh 
der Theorie mit  der Erfahrung auszuftihren. 
* Es sei bier auf folgenden Fall aufmerksam gemacht, Nehmen wir die 
Separation z/vj als sehr klein an, selbst vergliehen mit der dureh das Feld hervor- 
gerufenen Aufspaltung, dann mull man in 9bigen Formeln era dureh 
e%, ral = (2 m s § mr) ix B H 
und die einfachen Summen tiberall dureh doppelte naeh m s and m I ersetzen. 3~an 
erh~ilt dann 
lz~f. z #~ [4s (s § l) § l (l + l)]. 
Tats~tchlich sind aber die in der Eisengruppe vorkommenden J ~ j ,  obwohl sie mit 
kT/hc vergleiehbar sind, immer groll gegen /zH. Um bei der uns interessierenden 
Gr5fienordnnng der x/v die obige Formel anwenden zu diirfen, miifite man aufler- 
dem zu sehr hohen Temperaturen gehen, am das Entwickeln der e-Funktion su 
reehtfertigen. Obige yon Van Vleck gegebene Forme] scheint auf unseren Fall 
nieht anwendbar. 
764 Otto Laporte, 
0bwohl  es ftir Spektren mit  nur wenigen Elektronen, d.h. am Anfang 
der Perlode, zweckma61ger erscheint, start der S o mme r f el d schen Dublett- 
formel (5) die Land6sche, welche ( Z - - 6 )  4 durch Z~ Za ~ ersetzt, zu be- 
nutzen, haben wir uns im tolgenden durchweg der ersteren bedient, selbst 
wenn man dadurch einen starkeren Gang der Abschirmungszahlen in 
Kauf nehmen muff. Es geschah das, um alle 6 -Wer te  v o n d e r  gleichen 
GrSflenordnung zu haben. 
Die Terme, die die H u n d s c h e  Theorie ftir die lgormalzus~ande der 
eJnzelnen Ionen voraussagt, sind bzw. fiir 0, 1,2, 3 . . .  d-Elektronen: 
IS, ~D, 3F, 4F, 6D, 6S, ~D, 4F, 32, ~D, 1S. 
Sie sind in der ersten I-Ialfte der Periode, d.h. his zum 6S-Term, regel- 
recht, in der zweiten verkehrt. 
Nach einer noch unpubllzierten Theorie yon G o u d s m i t  miissen die 
Aufspaltungen der Iiir zwei, drei, sieben und acht Elektronen als Grund- 
terme erscheinenden F-Terme mit ~ multipliziert, d. h. gleichsam vom 
l - W e r t  3 auf d e n / - W e r t  2 reduziert werden, um eine Anwendung yon (5) 
zu ermiiglichen. 
Tabe l le  1. 
Konfiguration Te rm Spektrum 2:A*~ a 
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Die so erhaltenen Abschirmungskonstanten 6, Aufspaltungen z /v  und 
[nach (4) berechneten] Weissschen Magnetonenzahlen 9w sind in der 
vorstehenden TabeUe 1 zusammengestellt. Extrapolierte Werte sind durch- 
weg kursiv gedruekt. Auf folgendem Wege wurde die Reehnung aus- 
gefiihrt: In den meisten F~llen ist der zur Konfiguration d z gehSrige 
Term im ersten Funkenspektrum beobaehtet. Die Summa seiner Auf- 
spaltungen finder sich in der vierten Spalte. Sodann wurden mittels 
die zugehSrlgen Formel (5) - -  naeh eventneller Multiplikation mit v - -  
Absehirmungszahlen ~ bereehnet und auf hShere Funkenspektren extra- 
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Fig. 1. 
Abnahme der a korrespondierender Terme mit zunehmender Kernladung 
in Betracht gezogen, sondern aueh die Anderung der ~ in engspreehenden 
Termreihen vom Typus ( d ; - l s )  und (d~-2s2), deren Aufspaltungen in 
zahlreiehen Funkenspektren bekannt sind*, l~ur fiir aeht bzw. neun 
Elektronen sind die betreffenden Terme 3F bzw. 2D tiberhaupt noeh in 
keinem Spektrum aufgefunden worden. Unsere in diesen F~llen vielleieht 
etwas unsiehere Extrapolation hat abet auf die in der letzten Spalte an- 
gegebenen ~m-Werte  nur geringen Einflul]. Wie man aus der gleieh zu 
beschreibenden Fig. 1 ersieht, sind ttir acht und neun d-Elektronen die be- 
rechneten izw-Werte gegen eine Jknderung der z /~  nur wenig empfindlich. 
* Vgl. mehrere Arbeiten yon R. C. Gibbs und It. E. White, Phys. Rev. 1927. 
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Unsere ietzige Figur ist der 1. e. raitgeteilten ahnlich. Die beiden 
ausgezogenen Kurven stellen wie friiher die theoretischen Werte gw ftir 
hczlv >> kT und hczlv ~ kT dar. Die dutch lang gestrichelte bzw. 
strichpunktierte Linien verbundenen Kreuzchen sind die in der sechsten 
Spalte der Tabelle angegebenen berechneten ~tw-Werte. Die experimen- 
tellen Werte, dieselben wie in der friiheren Arbeit, sind dutch Kreise 
dargestellt, die durch rein gestrichelte Linien verbunden s i n &  
Wie man sieht, kann yon (~bereinstimraung in keinem der Falle, 
wo ein vielfacher Terra vorliegt, die Rede sein. /qur ftir die Konfigura- 
tion d "5, die eineu ~S-Terra~ einen Einfaehterra, zur Folge hat, ergibt sich, 
wie auch schon 1. c. hervorgehoben wurde, Ubereinstimmung. ~Ian kann 
die allgeraeine Folgerung ziehen, da$, obwohl der Einflul~ der hiiheren 
Niveaus eines ~Iultipletterras aui den ~tw-Wert ein wesentlieher sein raul3, 
die ~littelnng nach (4) doch in keinera Falle aueh nur zu ann~hernder 
~bereinstimraung fiihrt. Die berechneten Werte liegen in der ersten 
HKlfte der Periode zu tier, in der zweiten zu hoeh, vergliehen mit den ge- 
messenen. Man kann die Abweichung aueh so formulieren, dal] die uach (4) 
bereehnete Anzahl Ionen ira j-ten Teilniveau 
~j 
n~. = (2 j + 1) e ~..r (6) 
zu klein ist; in Wirklichkeit befinden sich in den hSheren Niveaus raehr 
Ionen Ms nach obiger Formel. 
Man kauu dleseu Tatbestaud auf versehiedene mehr oder weniger 
unbefriedigende Weisen zu erklaren versuchen. Es kSnnte behauptet 
werden, dal~, obwoM die naeh (5) berechneten Aufspaltungen im gas- 
~0rmigen Zustaud richtig sind, ira ~liissigen oder festeu Zustand die ver- 
schiedenen Niveaus nlcht so genau, ieden~alls nicht was ihren Abstand 
betrifft, erhalten zu skin brauchen. Unbe[rledigend ist an diesem Er- 
klarungsversuch, dal] man nleht einsieht, warura die ~D- und 4Y-Terrae, 
die tiir sechs und sieben Elektronen als Grundterrae erscheinen, im 
~liissigen oder festen Zustand so gut wie gar nicht aufgespalten sein sollen, 
und warura fiir acht uncl neun Elektronen in den Termen sogar die 
Reihenfolge der Niveaus umgekehrt wie im Gaszustand sein soll. Anderer- 
seits mui3 aber doeh eine g'ewisse Ver~nderung der Terme und ~iveaus 
beim Ubergang aus dem gasfSrraigen in den fliissigen Aggregatzustand 
stattfinden. Denn nur so kann man sich die zuerst yon J o o s  hervor- 
gehobene Tat~sache erkl:~tren, daB, obwohl die Absorption der L5sungen 
der Salze der Eisengruppe im Siehtbaren liegt, sieherlich keines der in 
Frage kommenden Funkenspektren Absorptionslinien mit einer Wel]en- 
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l~nge grSSer als 1700 A.-E. aufweist. 13berhaupt ist es nur plausibel, 
da$ die (urn mehrere Volt) hSheren Terme im Spektrum eines Ions in 
LSsung betrachtlich ver~ndert, z .B.  dem Grundzustand n~ther gerfickt 
werden, da solche Terme doch zu viel weniger stabilen, leiehter beein- 
flu$baren Zustgnden gehSren. So erklart sich anch der yon J o os (1. c.) 
erwahnte Zeemaneffekt der Absorptionslinien der LSsungen seltener 
Erden, der durchaus yon dem im Gaszustand zu erwartenden abweicht. 
Wie indessen schon hervorgehoben wurde, verbieten die erfolgreiche Be- 
reehnung der ]~Iagnetonenzahlen der seltenen Erden und die vlelfachen 
Best~tigungen der zu dieser Bereehnung benutzten P a u l i - H u n d s c h e n  
Theorie die Annahme der ~-on J o o s  vertretenen Anschauung, da~ in 
SalzlSsungen fiberhaupt nur der Magnetismus und die Absorption yon 
Komplex-Ionen, nicht der Metallkatlonen gemessen werden. 
Des weiteren kSnnte man Einw~nde gegen den Gebraueh der Ver- 
teilungs[ormel (6) wegen der Metastabilitat der hSheren Niveaus eines 
Terms riehten. Man so]lte meinen, dal~ wegen des metastabilen Charakters 
tatsgchlich eine Anhauhng yon Ionen in diesen Zust~tnden stattfinden 
wiirde, da die einmal in diesen Zustand gekommenen Ionen keine 
Gelegenheit haben, in den Grundzustand zuriiekzukehren. Indessen tiber- 
le f t  man sieh leicht, da$ ein solehes Verhalten ebensosehr die Intensitats- 
regeln der Multipletts ver~ndern mii$te, besonders die O r n s t e i n -  
Dorge losehe  Summenregel. Doeh sind 'gerade diese Regeln dutch 
zahlreiehe Messungen sichergestellt; kleine Abweichungen yon einer ffir 
uns fa r  nleht zu beaehtenden GrSSenordnung kSnnen ungezwungen dureh 
beginnende Abweiehung ~-on der R u s s e l l - S a u n d e r s s c h e n  Kopplung zu 
anderen Kopplungssehemas erklfirt werden. 
]~[an kSnnte sehliefilich noeh einen prinzipiellen Einwand gegen die 
Art der benutzten Statistik und damit gegen (6) richten. Die Mr Ionen 
zweife]los zu benutzende Fermi-Dirae-Statistik verknfipft, wie P a u l i *  
gezeigt hat, aufs engste die Yerteilung fiber die verschiedenen Trans- 
lationsenergieniveaus es und fiber die Energieniveaus des indivlduellen 
Teilchens, ej und ~ .  Es diirfen ngmlich nur solche Ionen gleiehe j- und 
m-Werte haben, die versehiedene Translationsenergien besitzen. Es ist 
nun durchaus denkbar, da~ hn flfissigen und besonders im festen Zustand 
die Tranlationsbewegungsm~gliehkeiten so eingesehrgnkt sind, da~ die 
Verteihng fiber die Niveaus des indivldue]len Ions nicht mehr der 
M a x w e l l ~ B o l t z m a n n s c h e n  entsprieht, sondern dal~ mehr Ionen in den 
* W. Pauli,  ZS. f. Phys. 41, 81, 1927. 
Zeitschrift  ~iir l~hysik. Bd. 47. 51  
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hSheren Zust~nden sin& Dies wfirde dem Verhalten eines der F e r m i -  
D iracschen Sta~istik folgeaden Gases bei sehr ~iefen Temperaturen ent- 
sprechen, wo ia auch mehr Molekiile in hiiheren Niveaus es sieh befinden, 
als einer reinen Boltzmannverteilung entspr~che (Nullpunktsenergie und 
-druck). Andererseits spricht gegen diese Auffassung (tie wei~gehende 
Unabhangigkeit der paramagnetischen Suszeptibilitiit, sowohl yore chemi- 
schen Charakter des Anions (z. B. Chlorid oder Salfat) als aueh yore 
Aggregatzustand (festes Salz oder verdiinnte Liisung). 
Eine Diskrepanz im gleichen Sinne, wie sie in der Eisengruppe vor- 
liegt, finder sich iibrigens auch in der ~agnetonenkurve der seltenen 
Erden. Wie sehon erwahnt, konnte H u n d  gute i~bereinstimmung mit 
den experimentellen Werten erzielen unter der Annahme, daI~ die Auf- 
spaltungen der Grundterme groI] sind verglichen mit k T[h. Nur im 
Falle des Eu*++-Ions ergab sieh eine grSlSere Abweichung, die 1. c. eben- 
falls dutch Hereinsplelen der hSheren Niveaus zu deuten versucht wurde. 
Es ist aber nieht sehwierig, diesen Einfluff quan~itativ zu sehiitzen, ob- 
wohl noch keine Spektren der seltenen Erden entwirrt sind. Denn 
ebenso wie die in Tabelle 1 auf S. 764 angegebenen Abschirmungszahlen 
alle in der NiChe der Abschirmlmgszahl des Riintgendnbletts M3aM~ 
liegen, muff es aueh mSglieh sein, in erster Naherung die Anfspaltungen 
des in Eu +++ den Normalzustand repri~sentierenden vF(f6)-Terms aus der 
Absehlrmungszahl des Dubletts 5V~ N4~ zu erhalten. Indem wir ffir diese 
letztere den fiblichen Wert 34 einsetzen, erhalten wir fiir die Total- 
aufspalgung ,d~:F etwa 5400 und nach (4) fiir die Magnetonenzahl in 
Weisseinheiten: 
~w ~ 8,51, 
w~hrend als beobaehtete Werte 
15,5 und 17,9 
angegeben werden. Der bereehnete Wert ist viel zu klein. Die Ab- 
weichung ist also in derselben Richtung und yon derselben Gr~igenordnung 
wie in der Eisengruppe. Es seheint sieh also hier um einen allgemeinen 
Eifekt zu handeln, der sowohl in der Eisengruppe wie in den seltenen 
Erden auf~ritt. 
In diesem Zusammenhang sei noch auf eine ahnHehe Diskrepanz 
hingewiesen, die yon K u h n *  in seinen Un~ersuehungen fiber die anomale 
Dispersion von Metalld~mpfen entdeekt wurde. Aus der Magnetorotation 
konnte K u h n  direkt die Anzah] Atome in einem bestimmten Quanten- 
* w. Kuhn, Danske u Selskab 7, l~r. 12, 1926. 
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zustand bestimmen. Er land nun fiir Thalliumdampf einerseits die Zahl 
der bel einer bestimmten Temperatur in den beiden tiefen Termen ~1/= 
und ~3/2 sich befindenden Atome, andererseits berechnete er das u 
haltnis der Besetzungszahlen der beiden l~'iveaus ans dem B o 1 t z m an n- 
schen u Die beiden so ermittelten Werte ~ir n3lJnll= 
stlmmten nicht mlteinander iiberein; und zwar ergab sich nach der 
Quantenstatistik ein etwa fiinfmal kleinerer Wert. In W.irkliehkeit 
schlenen also fiinfmal mehr Atome sich im h6heren Zustand ~P31= zu be- 
linden, als naeh dem Verteilungsgesetz vorausgesehen war. Eine Deutung 
der Erscheinung wurde yon Kuhn  nleht gegeben. Diese yon K u h n  be- 
merkte Abweichung yon der Boltzmannverteilung liegt in derselben 
Richtung wie die yon uns diskntierte in der Eisen-und Erdengruppe. 
Zum Schlul} sei noch einmal die Wichtigkeit neuer Messungen her- 
vorgehoben, die die Abh~tngigkeit der Magnetonenzahlen yon der Tem- 
peratur, die durch (4) getordert ist, nachp~ffen sollen. Wenn auch, wie 
wit gesehen haben, der Absolutwert des magnetisehen ~Ioments durch 
die bier gegebenen Formeln nicht richtig wiedergegeben wird, so ist es 
doeh wiehtig, zu erfahren, ob in der Tat ~ hShere oder niedrige Tem- 
peraturen die beiden Grenzkurven erreicht werden. Auch die spezifische 
W~rme der Salze der Eisengruppe sollte den E~nflufi der h~heren l~iveans 
des Grundterms des Ions zeigen, wovon man sich dutch zweimalige ge- 
eignete Differentiation der Zustandssumme ~ gj e -  hc z,j / ~ T nach der 
Temperatur i~berzeug~. Dutch Messung der spezifisehen Warme miiBten 
sich viele der hier aufgeworfenen Fragen entseheiden lassen, insbesondere. 
die Frage, wieweit die im Gaszustand als Spektralterme auftretenden 
Energiezust~nde auch im festen oder flfissigen Zusta~d vorhanden slnd. 
Herrn Stud. R. F. B a t h e r ,  der die vielen numerischen Rechnungen 
ausfiihrte, sei aueh an dieser Stelle herzlichst gedankt. Den Herren 
D e n n i s o n ,  G o u d s m i t ,  O p p e n h e i m e r  und U h ] e n b e c k  bin ich ffir 
vlele Ratschlage und Diskussionen zu grogem Danke verpfiiehtet. 
Ann  A r b o r ,  Mich., U.S.A., University of Michigan Januar 1928. 
